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非结构网格紧致高精度气体动理学格式

李启兵∗,张　潮
(清华大学 航天航空学院,北京　１０００８４)

摘　要:简要介绍了非结构网格上基于内自由度高效紧致重构方法的几种高精度气体动理学格式(GKS),包括结

合三阶 GKS通量求解器与子单元有限体积法(SCFV)及通量重构方法(CPR)构造的两种单步时空三阶格式

SCFVＧGKS和CPRＧGKS,以及结合二阶 GKS通量和两步四阶方法构造的时空四阶 CPRＧGKS.进而在 CPRＧGKS
中混合SCFV增强对流场间断的分辨能力,并拓展到三维六面体网格.通过几种典型数值算例,对比分析了这几

种格式在可压缩流动问题中具有的高精度、高效率和良好的间断捕捉能力.GKS通量的多维时空演化特性与紧致

重构方法的高效性为发展高精度格式提供了有力的支撑.
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CompacthighＧordergasＧkineticschemeonunstructuredmeshes

LIQibing∗ ,ZHANGChao
(SchoolofAerospace,TsinghuaUniversity,Beijing　１０００８４,China)

　　Abstract:SeveralhighＧorderaccurategasＧkineticschemes(GKS)onunstructuredmeshesare
brieflyintroduced,whicharebasedontheefficientcompactreconstructionusinginnerdegreeof
freedom．TheyincludetwosingleＧstepschemeswiththirdＧorderaccuracyinspaceandtime,
developedwiththecombinationofthirdＧorderGKSfluxsolverandthesubcellfinitevolume
scheme(SCFV)orthecorrectionprocedureviareconstruction(CPR)framework,respectively．
ThethirdoneisthetwoＧstepforthＧorderCPRＧGKSwhichisdevelopedwiththesimplesecondＧ
orderGKSfluxandtwoＧstepforthＧordermethod．AhybridofSCFVisthenconductedtoenhance
theresolutionofflowdiscontinuitiesandthethreeＧdimensionalschemeisfurtherconstructedon
hexahedralmeshes．Severaltypicalflowsaresimulatedforthecomparativestudyoftheirhigh
accuracy,highefficiencyandgoodcapabilityofdiscontinuitycapturingincompressibleflows．
ThemultidimensionalspaceandtimeevolutionofGKSflux,aswellasthehighefficiencyof
compactreconstructionprovidestrongsupportforthedevelopmentofhighorderschemes．
　 　Keywords:gasＧkineticscheme;unstructured mesh;compactreconstruction;highＧorder
accuracy;highresolution

０　引　言

　　计算效率是CFD格式在复杂流动模拟中面临的

核心问题.非结构网格能更好地适应复杂外形,网格

生成和自适应动态调整自动化程度高,能极大地减少

网格生成工作量.发展非结构网格上的高效数值格

式,具有重要的理论研究和工程应用价值,也具有很

大的挑战性.紧致高阶精度重构和高效通量演化方

法是其中的关键.此外,还需要考虑格式的并行效率

以及稳健性等因素.



　　传统有限体积法由于每个单元只包含单元平均

值,难以实现紧致高阶重构.这里的紧致是指重构模

板最多只包含面相邻单元.紧致的计算模板不仅能

更好地与可压缩流动的局域性相容,而且能有效避免

非紧致带来的一些弊端.例如,由于非结构网格分布

的任意性,距离较远的模板单元的选取较为复杂.此

外,模板单元过多也会导致缓存利用率和并行效率降

低、计算域边界处理更加困难,而且网格质量对重构

的影响较大.

　　内自由度方法通过在网格单元内设置足够的自

由度来实现紧致重构,并利用控制方程对每个内自由

度加以记录和更新.这里的自由度表示的是每个单

元内记录的离散信息,如内点值、子单元平均值或多

项式展开系数,与气体动理论中涉及的气体分子的自

由度是不同的概念.内自由度方法中最具有代表性

的是间断伽辽金(DG)方法[１Ｇ２],也是目前最为流行的

非结构网格高精度方法.Huynh针对一维双曲守恒

律提出了一种简单高效的内自由度方法,称为通量重

构(FluxReconstruction,FR)格式[３Ｇ４].FR 首先计

算求解点(内点)上的通量值,并插值得到单元内的通

量分布,再结合单元界面通量对其进行修正,从而可以

直接计算通量散度值来更新守恒量.相比于传统的

DG方法,FR方法具有很高的效率.LCP方法则通过

引入提升算子的方式进行通量修正,从而使之适用于

三角形和四面体网格[５].FR和 LCP后来统称 CPR
方法,为多种内自由度方法提供了一个统一框架[６Ｇ７].

　　相比于传统有限体积法,内自由度方法不仅易于

实现紧致重构,而且由于单元内多个自由度共享同一

个连续的多项式分布,重构效率更高.同时,单元内

的连续分布使得计算通量时不必求解 Riemann问

题,从而更为简单高效.但是,在捕捉流场间断时,单
元内的连续分布难以描述间断结构,重构时需要针对

单元整体进行限制,从而导致分辨率的降低,相当于

损失了自由度.在这方面,谱体积方法(SV)具有独

特的优势[８Ｇ９].它结合了内自由度方法和有限体积法

的特点,在每个单元内划分若干个子单元,将子单元

平均值作为内自由度,按照有限体积法更新,保证了

高阶重构的紧致性.由于可以分别对每个子单元进

行限制,因而能够避免内自由度损失,实现在子单元

尺度上捕捉间断[１０].已有研究对 DG和SV 进行了

混合[１１Ｇ１２].但SV 格式对于子单元划分的要求十分

苛刻,对格式稳定性影响较大,不易推广到四边形或

六面体网格.

　　利用面相邻子单元参与重构,Pan等发展了针对

一维及二维四边形网格上的双曲守恒方程的子单元有

限体积法(SubcellFiniteVolume,SCFV).相 比 于

SV,SCFV划分的子单元更少,也更简单灵活[１３Ｇ１４].这

种通过引入面相邻单元自由度参与重构的方法,集合

了内自由度方法和有限体积方法的优势,与 DG结合

后也能有效降低计算量,增大时间步长[１５Ｇ１６].为获得

稳定的数值格式,重构时子单元的守恒性非常重要.

SCFV通过一种简单的平移修正来间接保证守恒性.
但是,这会在单元内部的子单元界面上额外引入间断,
从而导致子单元界面的通量计算效率低于SV 方法.

　　除了高精度重构外,通量求解器也对 CFD方法

的精度和效率起着重要的影响作用.传统CFD方法

多是基于宏观Euler方程的 Riemann解来计算数值

通量.由于传统的 Riemann解只有一阶时间精度,
通常需要结合多步 RungeＧKutta(RＧK)方法进行时

间推进.多步法中每个子步都需要进行重构、通量计

算以及并行通信,影响格式的计算效率.Li和 Du利

用通量及其一阶时间导数,提出了两步四阶方法,通
过两 个 子 步 达 到 四 阶 时 间 精 度[１７]. 基 于 广 义

Riemann问题(GRP)通量求解器,两步四阶方法成

功用于Euler方程的高效求解[１８Ｇ１９].此外,传统高精

度格式需要分别计算无黏和黏性通量.由于计算黏

性通量需要用到单元界面上的物理量的一阶导数,而
重构得到的两侧导数值通常是不连续的,从而使得计

算往往较为复杂.

　　徐昆等提出的气体动理学格式(GKS)为发展高

精度格式提供了一条新的途径[２０Ｇ２１].GKS利用介观

BGK方程的局部解析解来计算网格界面上的数值通

量.该局部解在连续流区可以用平衡态分布及其时

空导数,即宏观量及其时空导数来表示,因而GKS可

以直接记录和更新宏观守恒量,避免了在微观速度空

间离散导致的巨大计算资源开销.与 NＧS方程不

同,BGK方程能描述任意重构初始间断的演化,因而

GKS能够引入更为合理的数值耗散,具有很强的稳

健性,同时也能更好地考虑多维特性[２２].由于缺乏

多维 Riemann解,这在传统格式中是难以做到的.
此外,GKS通量自动耦合了无黏和黏性影响,且包含

时间的演化,只需要单步即可达到二阶时间精度[２３].
二阶 GKS在高马赫数流动、多介质流动以及湍流等

多种流动中显示了优异的性能[２４Ｇ２７].

　　 为进一步提高计算效率,可以基于时空二阶

Taylor展开,利用 BGK 方程的局部解析解,建立时

空三阶精度的动理学格式(HGKS)[２８Ｇ２９].由于通量

中包 含 了 三 阶 时 空 演 化,具 有 真 正 的 多 维 特 性,

HGKS可以通过直接积分来计算界面通量,避免了

采用数值积分时多个积分点上的通量计算[３０Ｇ３１].同
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时,时间方向只需要单步推进即可达到三阶精度,避
免了传统格式中采用多步法带来的不足[３２Ｇ３３].

　　将高阶 GKS拓展到非结构网格上时,同样面临

紧致重构的问题.考虑到 GKS构造了BGK 方程的

局部时空演化解来计算数值通量,该演化解可以用来

直接计算界面上的宏观量,从而为重构提供额外的信

息,提高紧致性[３４Ｇ３６].按照这一思路,已建立了三角

形网格上的紧致三阶 HWENOＧGKS[３７Ｇ３８].如何更

好地利用 GKS提供的额外信息,进一步提高格式精

度以及稳定性,是一个很有意思的研究方向.结合紧

致最小二乘重构,也可以发展非结构网格上的高阶

GKS[３９],不过需要求解大型代数方程组,在显式格式

中计算量相对较大.Ren等基于 DG 框架发展了非

结构网格上的高阶 GKS[４０],能够有效保证紧致性.
基于更加高效的内自由度方法,如 CPR,有望发展更

为高效的高阶 GKS.

　　在时间推进格式方面,由于 GKS通量包含时间

演化,可以直接积分得到每个时间步内的数值通量,
从而建立单步高精度格式[２９].也可以借鉴两步四阶

方法,利用相对更为简单二阶 GKS通量及其一阶时

间导数,通过两个子步获得四阶时间精度[４１].考虑

到重构过程通常需要较大的计算量,更少的子步意味

着更小的计算量,以及更高的并行效率.同时,GKS
无需额外计算黏性通量,且内涵自适应耗散机制,将
其与高效紧致重构方法相结合,充分挖掘其多维及时

空演化特性,有望构造出高精度、高效率和强稳健性

的数值格式.

　　本文旨在探讨GKS通量求解器与高效紧致重构

方法的有机结合,发展非结构网格上的高效高精度格

式.首先将简要介绍课题组近年来发展的几种基于

内自由度紧致重构的高精度动理学格式.将三阶

GKS通量求解器与SCFV和CPR相结合,构造了两

种单步时空三阶格式SCFVＧGKS和 CPRＧGKS.进

一步将二阶 GKS通量与CPR结合,利用两步四阶方

法构造了时空四阶格式CPRＧGKS,并结合SCFV 及

曲边网格技术增强对流场间断和复杂外形的模拟能

力.在此基础上,通过多种典型流动对这几种格式进

行验证,对比分析不同格式的精度、效率以及激波捕

捉性能.研究表明,结合高效的重构方法和时空演化

的 GKS通量,充分利用各自优势,能够建立更加高

效、稳健的新型数值方法.

１　基于内自由度的紧致高精度GKS
１．１　GKS的基本原理

　　GKS基于介观气体动理论中的BoltzmannＧBGK

方程,

∂f
∂t＋u􀅰∂f

∂x＝
g－f
τ

　　g＝ρ(２πRT)－(K＋３)/２e－[(u－U)２＋ξ２]/(２RT) (１)
其中,f＝f(x,u,ξ,t)为气体分子速度分布函数,u
为分子平动速度,ξ 为内自由度,内自由度数为 K.

g 为平衡态分布函数,(ρ,U,T)分别为气体的密度、
速度和温度,τ为分子平均碰撞时间,R 为气体常数.
对BGK方程取矩,可以得到宏观守恒量Q 及守恒

方程:

∂Q
∂t＋ Ñ􀅰F＝０

Q＝(ρ,ρU,ρE)T ＝∫fψdΞ 􀰛 ‹f›

Fα ＝‹uαf›,α＝１,２,３
Ψ ＝(１,u,(u２＋ξ２)/２)T (２)

在连续流区,通过一阶ChapmannＧEnskog展开,

f＝ g－τ∂g
∂t＋u􀅰∂g

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú (３)

将分布函数近似用平衡态及其时空导数表示,可以导

出宏观的 NＧS方程.由此可以建立逼近 NＧS方程的

动理学格式,且只需要记录和更新宏观量(对应平衡

态分布),避免在速度空间和内自由度空间的离散,使
得计算量和传统直接基于宏观方程的 CFD 方法

相当.

　　由方程(２)可以建立有限体积形式的 GKS,

Qn＋１
i ＝Qn

i ＋
１
Ωi∯Si∫

tn＋１

tn
Fdt􀅰dS (４)

其中,Si 为离散物理空间上网格单元i的界面面积,

Ωi 为单元体积.为计算网格单元界面数值通量,

GKS利用BGK方程(１)的形式解:

f(x,t,u,ξ)＝
１
τ∫

t

０
g(x′,t′,u,ξ)e－(t－t′)/τdt′＋

e－t/τf０(x－ut,u,ξ),

x′＝x－u(t－t′) (５)
来描述界面上任意重构初值的演化,其中,x′＝x－
u(t－t′).该演化解描述了从初始分布函数f０ 向平

衡态分布的时空演化,自动耦合了分子的自由运动和

相互碰撞,这是确保基于该演化解的 GKS成为真正

多尺度方法的关键[２３].从宏观上看,不仅耦合处理

了无黏与黏性项,而且引入了随时间变化的自适应数

值耗散,保证了其在可压缩黏性流动模拟中的优异

性能.

　　在求解连续流区流动时,GKS基于式(３),结合

时空 Taylor展开来构造初始分布函数f０,并且相应

地用 Taylor展开构造平衡态分布g,从而可以借助
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式(５)获得界面上的演化解,进而直接计算数值通量.
其中 Taylor展开的阶数对应于重构多项式阶数,直
接取决于格式精度的要求.通过二阶 Taylor展开,
可以得到单元界面上具有时间和空间三阶截断误差

的分布函数(以二维为例,界面坐标x＝０):

f(０,y,t,u,ξ)＝flH(u)＋fr[１－H(u)]＋fc,

fs＝e－t/τ{１－C１as
kuk －τAs＋C２(as

kas
m ＋ds

km)ukum ＋
　　C３(Asas

k ＋bs
k)uk ＋[as

２－C１(as
kas

２＋ds
k２)uk －

　　τ(Asas
２＋bs

２)]y＋[(as
２)２＋ds

２２]y２/２)}gs,

fc＝ {C４＋C５akuk ＋C６A＋C８(A２＋B)/２＋
　　C７(akam ＋dkm)ukum/２＋C９(Aak ＋bk)uk ＋
　　[C４a２＋C６(Aa２＋b２)＋C５(aka２＋dk２)uk]y＋
　　C４(a２)２＋d２２)y２/２}g０ (６)
其中H 为 Heaviside函数;上标s＝l,r;下标k＝１,

２;m＝１,２,系数:

C１＝τ＋t,　C２＝τt＋t２/２,　C３＝τt,

C４＝１－e－t/τ,　C５＝－τ＋(τ＋t)e－t/τ,

C６＝t－τ＋τe－t/τ,　C７＝－(t２＋２τt)e－t/τ,

C８＝t２－２τt,　C９＝－τt(１＋e－t/τ) (７)
分布函数中的各项展开系数可以由重构出的宏观物

理量各阶导数及相容条件给出:
‹ak›＝∂Q/∂xk,

‹akam ＋dkm›＝∂２Q/∂xk∂xm,
‹akum ＋A›＝０,

‹(akam ＋dkm)uk ＋Aak ＋bk›＝０,
‹(Aak ＋bk)uk ＋A２＋B›＝０ (８)

单元界面上的守恒量及其一、二阶导数可由高阶重构

得到.对气体分布函数求矩即可得到二阶时空分布的

守恒量通量F(０,y,t).由于其中包含了高阶时空导

数,只需要直接对时间和界面切向坐标积分就可以得

到界面数值通量,从而建立单步时空三阶精度 GKS,
且不需要布置高斯积分点,计算量得到显著减少.

　　需要说明的是,式(６)中包含了界面两侧的初始

间断分布,从而有利于捕捉流场间断.实际上,对于

光滑区流动,比如CPR内点,式(６)可以简化为:

f(x,t,u,ξ)＝{１－τakuk ＋(t－τ)A－

τt(Aak ＋bk)uk ＋(t２/２－τt)(A２＋B)＋
[ak －τ(akam ＋dkm)um ＋
(t－τ)(Aak ＋bk)]xk ＋
(akam ＋dkm)xkxm/２}g０ (９)

因此可以获得整个单元内通量的时空分布F(x,t),
从而一次计算出所有内部点上的通量,减少计算量.

　　如果略去分布函数中的高阶展开项,对应于二阶

GKS,式(６)可简化为:

fs ＝e－t/τ(１－C１as
kuk －τAs ＋as

２y)gs,

fc ＝(C４＋C５akuk ＋C６A＋C４a２y)g０ (１０)
如果直接对时间积分,可以达到单步二阶时间精度.
实际上,由于该分布函数包含了一阶时间导数项,可
以结合两步四阶离散方法,从而高效地达到四阶时间

精度.通过结合新型的紧致重构框架,可以充分发挥

三阶GKS和二阶GKS的优势,构造出更加高效的高

精度格式.

１．２　SCFVＧGKS
　　SCFV方法具有混合方法的思想,其放宽了子单

元数的限制,同时将重构模板拓展到面相邻单元.这

样能够有效避免SV方法划分子单元的瓶颈.如图１
所示,为了满足三阶和四阶紧致重构的需求,可以将

每个单元(也称为主单元)均匀划分为４个子单元.
子单元界面分为两种类型,当界面(实线)两侧为不同

主单元时,将其称为IＧ型界面,而对于主单元内部的

界面(虚线)则称为IIＧ型界面.

图１　三阶SCFV方法的子单元划分

Fig．１　Partitionofsubcellsin３rdＧorderSCFV

　　原始的SCFV方法采用加权最小二乘法重构单

元内的分布,由此得到的多项式只能保证主单元的守

恒性,其内部子单元的守恒性无法直接保证.Pan等

采用了平移修正的方式对子单元守恒性进行修正,但
这样会在子单元界面上额外引入间断,导致通量计算

量的增大.

　　我们首先通过约束最小二乘重构对SCFV 方法

进行改进.在重构目标单元的多项式时,将目标单元

的子单元平均值作为约束条件,并通过标准的拉格朗

日乘子方法求解待定系数矩阵[４２].由此得到的多项

式能够直接保证子单元的守恒性,而无需进行额外的

修正.在此基础上,将紧致三阶SCFV 与三阶 GKS
相结合,发展的了具有单步时空三阶精度的SCFVＧ
GKS.紧致三阶重构模板仅包含目标主单元的４个

子单元以及面相邻主单元内的９个子单元.子单元

平均值按照式(４)分别更新.

　　为计算子单元界面上的数值通量,可以基于式

(６),直接沿子单元界面切向和时间方向积分,从而不

需要空间高斯积分点以及时间方向的 RＧK推进.值
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得注意的是,基于对SCFV方法的改进,仅IＧ型界面上

保留了间断.而IIＧ型界面上的分布则是连续的,因此

可以基于简化的气体分布函数式(９)进行计算,从而有

效降低通量的计算量.同时,在光滑区域,由于重构是

针对大单元进行的,不需要对每个子单元分别进行重

构,同样可以减小计算量.总之,SCFVＧGKS不仅能保

证紧致性,计算效率也能得到显著提高.

　　为了实现激波捕捉,可以通过激波探测器标记问

题单 元,并 在 问 题 单 元 上 实 施 基 于 逐 级 重 构 的

WENO限制器[４３],该限制器能够在保证光滑区域高

精度的同时,有效抑制激波附近的数值振荡.由于限

制后的多项式无法直接保证子单元的守恒性,为简单

起见,仍采用原始SCFV 方法中的平移修正来间接

保证子单元的守恒性,实现子单元尺度上的间断捕

捉.SCFVＧGKS的具体细节见文献[４４].

１．３　基于CPR框架的高精度GKS
　　CPR框架的表达式如下:

∂Qij

∂t ＋ Ñ􀅰F(Qij)＋δij ＝０ (１１)

其利用单元内设置的若干求解点可以插值得到守恒

量和通量在单元内的分布,从而可以直接对通量函数

多项式求散度,进而更新每个求解点上的守恒变量

Qij.考虑到单元界面两侧可能存在间断,还需在每

个单元界面上设置若干通量点,计算耦合相邻单元影

响的通量值,并由此对单元内的通量分布进行修正,
即式(１１)中的修正项δij.三阶 CPR的求解点和通

量点分布如图２所示,为减少计算量,求解点与通量

点均采用Lobatto点,两者位置重合.

图２　三阶CPR的求解点(圆形)和通量点分布(方形)
Fig．２　Thedistributionofsolutionpointsand

fluxpointsin３rdＧorderCPR

　　我们首先基于 CPR的紧致三阶重构,结合三阶

GKS通量求解器,发展了单步时空三阶精度的CPRＧ
GKS.充分利用三阶 GKS的多维特性,基于单元界

面中点,以及单元形心分别构造了时空二阶分布的气

体分布函数,即式(６)和式(９),进而得到通量在单元

界面以及单元内的时空二阶分布.由此可以同时确

定单元界面上所有通量点,以及单元内所有求解点上

的通量值.传统CPR则需要逐点计算数值通量.同

时,由于通量包含了时间演化,因此可以沿时间积分

单步更新求解点值,而不需要结合多步 RＧK 方法.
此外,由于GKS中自动耦合了无黏和黏性影响,毋须

像传统CPR那样额外处理黏性通量.格式的具体细

节见文献[４５].

　　为进一步提高格式精度,我们基于 CPR的紧致

四阶重构,结合二阶GKS通量及其时间导数,借助两

步四阶离散,发展了两步四阶 GKS,只需要两个子步

即可达到时空四阶精度.而传统CPR则通常需要结

合四步或五步RＧK方法.相比于单步四阶 GKS,采
用两步四阶 GKS能够有效简化气体分布函数的构

造,降低通量的计算量.

　　两步四阶 CPRＧGKS的高效性,来源于对 GKS
通量中包含的丰富时空信息的充分利用.类似地,单
步三阶 CPRＧGKS利用了 GKS通量的多维时空特

性,从而显著提高了计算效率.Xu等利用界面上的

演化解直接计算下一时刻的宏观量,从而提高重构紧

致性[３４Ｇ３８].实际上,如果充分利用四阶 GKS通量的

时空信息,也有望建立更为高效的数值格式.

　　虽然基于CPR框架能够高效地实现紧致高阶重

构,但在高速流动问题中的激波捕捉技术尚待进一步

研究.通过借鉴 SCFV 方法在激波捕捉上的优势,
我们进一步发展了CPR/SCFV混合算法.通过激波

探测器区分流场中的光滑区域和包含间断的区域,前
者采用 CPR求解,而后者则采用SCFV 求解.这样

既能够保证光滑区域的高精度,同时兼顾激波捕捉的

高分辨率和强稳健性.传统CPR限制器通常直接针

对单元内的高阶多项式进行限制,难以在亚网格尺度

上捕捉间断.而在 CPR/SCFV 混合算法中,通过将

激波探测器标记的问题单元划分为一组子单元,并且

针对每个子单元分别进行限制.如图３所示,对于三

阶CPR,将问题单元均匀划分为９个子单元,这样能

够在保证原有内自由度的同时,避免子单元划分的复

杂性.类似的,四阶 CPR则将问题单元均匀划分为

１６个子单元.具体细节见文献[４６].

图３　三阶CPR的子单元划分

Fig．３　Partitionofsubcellsin３rdＧorderCPR

５９１第１期　　　　　　　　　　　　　 李启兵等:非结构网格紧致高精度气体动理学格式



　　通过在子单元界面上引入间断,激波的厚度能够

被有效地限制在大单元尺度范围内,从而实现子单元

尺度上的激波捕捉.需要指出的是,我们在每个子单

元上采用的是二阶 TVD限制器[１０],该限制器能够较

好地抑制数值振荡,并且实现较为简单,但引入的数

值耗散较大,也在一定程度上增加了对激波探测器的

依赖性.在后续的研究中,可以考虑针对子单元实施

高阶限制器.

　　高阶格式在处理曲面边界时,网格对物理边界的

逼近程度会严重影响数值计算精度,有必要采用曲边

网格.基于CPR 框架发展的高精度 GKS,能够比较

方便地处理曲边网格.只需通过等参变换将物理空

间的高阶网格单元变换到计算空间的标准单元上,并
在标准单元实施CPR 算法即可.同时,由一维CPR
方法通过张量积的形式将其推广到六面体网格,从而

建立适合复杂外形的三维CPRＧGKS.

２　数值验证及对比分析

　　通过典型算例对前面提到的几种格式进行验证,
考察不同格式的精度、效率以及激波捕捉性能.为了

说明与传统通量求解器的区别,还与传统 CPR进行

了一定的对比.二维问题中直接基于单元尺度计算

的CFL数,SCFVＧGKS取为０．２,CRPＧGKS以及传

统CPR均取０．１,三维问题中CFL数取值为０．０５.

２．１　可压缩Couette流动

　　考察在两无限长平行平板之间的流动,上板温度

为T１＝ １,运动速度为U１＝ ０．５,相应的马赫数为

Ma＝０．５,下板静止且绝热.雷诺数设为Re＝５００.
黏性系数μ 与温度呈线性关系μ＝μ１T/T１,普朗特

数为Pr＝１.为了简单起见,边界条件按照解析解给

定.需要说明的是,虽然流动定常,这里仍按非定常

显式推进,计算至足够长的时间(t＝３００)后评估各格

式所得结果的误差与所用CPU时间.图４给出了速

度的２Ｇ范数误差随网格尺度变化的曲线.其中传统

CPR的无黏通量采用 HLLC 格式,黏性通量采用

BR２格式,并且结合四步 RＧK 方法进行时间推进.
可以看出所有格式都达到了设计的精度阶数,绝对误

差主要受重构阶数影响.相比于三阶格式,四阶格式

具有显著更小的绝对误差,并且随着网格加密,绝对

误差下降得更快.

　　为进一步考察格式的计算效率,图５给出了绝对

误差随计算所用 CPU 时间变化的曲线.虽然在相

同网格尺度下,四阶格式的计算量大于三阶格式,但
由于绝对误差明显更小,因此四阶格式相比于三阶格

式具有明显的效率优势.对于传统 CPR,虽然传统

Riemann求解器的计算量较小,但在黏性问题中还需

要额外处理黏性项,并且由于需要更多的子步,因此

总的计算量与 CPRＧGKS相当.总之,基于 CPR 框

架发展的两步四阶GKS具有最显著的优势.需要指

出的是,本算例为光滑流动问题,因此没有施加限制

器.对于高速流动问题,施加限制器往往带来较大的

计算量,由于CPRＧGKS能够采用更少的子步数达到

高阶时间精度,因此其计算效率相比于传统 CPR还

能够进一步提高.此外,考虑到三阶CPRＧGKS可以

比四阶格式取更大的 CFL数,此时效率会有一定的

提升,但仍然显著低于四阶格式.不同格式 CFL数

取值大小的影响仍有待进一步研究.

图４　可压缩Couette流动:速度误差随网格尺度的变化

Fig．４　CompressibleCouetteflow:velocityerrorvs．meshsize

图５　可压缩Couette流动:速度误差随CPU时间的变化

Fig．５　CompressibleCouetteflow:velocityerrorvs．CPUtime

２．２　双马赫反射

　　马赫数Ma＝１０的正激波经过３０°斜坡形成的双

马赫反射是典型的二维强激波问题,可用于验证格式

的稳健性和激波捕捉能力.初始流场为:

(ρ,U,V,p)＝
(１．４,０,０,１),　　　x ＜０
(８,８．２５,０,１１６．５),　x ＞０{

(１２)
计算时间为t＝０．２,网格尺度为h＝１/１６０.图６给

出了不同格式计算得到的三波点附近的密度等值线

图,其中包含３０条在２．０~２２．５之间均匀分布的密
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(a)单步三阶SCFVＧGKS

(b)单步三阶CPRＧGKS

(c)两步四阶CPRＧGKS

图６　双马赫反射:密度等值线(t＝０．２)

Fig．６　DoubleMachreflection:densitycontoursatt＝０．２

度等值线.可以看出,两步四阶CPRＧGKS的计算结

果最好,激波的分辨率最高,并且在滑移线上捕捉到

了一系列小尺度涡结构.相比于单步三阶 CPRＧ
GKS,单步三阶SCFVＧGKS在滑移线上捕捉到的涡

结构更加明显,但间断略显更宽.需要注意的是,与
文献[４５]不同,本文的三阶CPRＧGKS由于在间断区

域结合了 SCFV,每个单元内包含了更多的内自由

度,因此对间断的分辨率比SCFVＧGKS更高.但是,
两者在子单元上采用的限制器是不同的:CPRＧGKS

采用的是二阶 TVD 限制器,而 SCFVＧGKS 则 是

HRＧWENO,因此在滑移线附近,由于部分单元被标

记为间断单元,高阶限制器使得SCFVＧGKS得到的

涡结构更加明显.计算结果表明三种高精度GKS都

能够在激波捕捉中兼具高分辨率和强稳健性,并且两

步四阶CPRＧGKS的优势更加明显.

　　图７给出了两步四阶 CPRＧGKS计算得到的密

度等值线的全局视图,斜激波下方的等值线也比较光

滑,说明格式能够有效抑制数值振荡.图８进一步给

出了由两步四阶 CPRＧGKS计算得到的马赫杆附近

的密度等值线,且同时展示了主单元和子单元的分

布.可以看出激波厚度被成功限制在主单元的尺度

内,因此能够实现子单元尺度上的激波捕捉,验证了

CPR/SCFV混合算法对间断的高分辨率.

图７　双马赫反射:密度等值线的全局视图(t＝０．２),
两步四阶CPRＧGKS

Fig．７　DoubleMachreflection:globalviewofdensity
contoursatt＝０．２fromfourthＧorderCPRＧGKS

图８　双马赫反射:马赫杆附近的等值线(t＝０．２),
两步四阶CPRＧGKS

Fig．８　DoubleMachreflection:contoursneartheMach
stematt＝０．２fromfourthＧorderCPRＧGKS

２．３　三维超声速圆球绕流

　　超声速来流绕过圆球时,流场中包含复杂的波系

和旋涡结构,对于数值方法具有较大的挑战性.来流

马赫数取为 Ma＝１．２,雷诺数为Re＝１０００.计算网
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格如图９所示,共８８１２８个单元,圆球表面附近的法

向最小网格尺度为０．０３６５,拉伸率约为１．１５,圆球表

面为无滑移绝热壁.

图９　三维超声速圆球绕流:计算网格

Fig．９　Supersonicflowoverasphere:computationalmesh

　　图１０给出了t＝４００的瞬时密度分布云图,其中

可以看到圆球前面的弓形激波、后部的膨胀波及流动

分离形成的回流区,以及回流区末端的再压缩波.在

尾迹区则可以观察到有大尺度的涡脱落.图１１给出

了t＝４００的瞬时Q 判据等值面图,其中Q＝０􀆰００１,
并以马赫数着色.从图中可以看到,四阶 CPRＧGKS
清晰地捕捉到了尾迹区的涡结构,且流场存在明显的

对称面.图１２给出了阻力系数随时间变化的曲线,
可以看出流动结构的演化过程仍然具有明显的周期

图１０　三维超声速圆球绕流:密度分布云图(t＝４００)
Fig．１０　Supersonicflowoverasphere:

densitycontoursatt＝４００

图１１　三维超声速圆球绕流:Q 判据等值面图(t＝４００)
Fig．１１　Supersonicflowoverasphere:

QisoＧsurfaceatt＝４００

性,但此时已出现较小的随机扰动.由阻力系数曲线

得到的频谱如图１３所示,可以观察到两个主导的频

率分别为０．０３９和０．１４５,此外还存在几个更小的峰

值频率,并且都集中在低频区域.统计得到的阻力时

均值为１．０５５,计算结果与 Nagata等给出的结果１．
０５４吻合得较好[４７].

图１２　三维超声速圆球绕流:阻力系数随时间变化的曲线

Fig．１２　Supersonicflowoverasphere:dragcoefficientvs．time

图１３　三维超声速圆球绕流:阻力频谱

Fig．１３　Supersonicflowoverasphere:
spectrumofdragcoefficient

３　结　论

　　本文介绍了近年来课题组在非结构网格高效高

精度气体动理学格式上的研究进展.利用介观 GKS
通量求解器,结合基于内自由度的高效紧致重构方

法,发展了单步时空三阶精度的SCFVＧGKS和CPRＧ
GKS,以及时空四阶精度的 CPRＧGKS.利用 GKS
通量的多维空间分布,结合单元内部的连续分布,减
少通量的计算量,同时结合通量的时间演化特性减少

或消除时间方向的推进子步,从而有效提高了计算效

率.混合光滑区CPR和间断区域SCFV发展的两步

四阶 CPRＧGKS,很好地兼顾了高精度、高分辨率和

强稳健性.进一步结合曲边网格技术发展了六面体

网格上的四阶CPRＧGKS,有效增强了格式在复杂流

动中的实用性能.

　　在此基础上,通过典型算例对几种格式进行验证

和对比分析,考察了不同格式的精度、效率以及激波
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捕捉性能.结果表明,其中结合 SCFV 的两步四阶

CPRＧGKS具有显著 的 优 势.基 于 气 体 动 理 论 的

GKS求解器包含丰富的时空演化信息,充分利用这

些信息,结合高效的紧致重构方法,能够发展兼具高

精度、高效率和强稳健性的新型数值方法,为新一代

CFD软件开发提供有力支撑.

　　在后续的研究工作中,还需要对高阶 GKS在三

维流动问题,特别是包含强激波的流动问题中的计算

性能做进一步的验证.同时,本文涉及到的均为显式

格式,为增强对实际工程问题的模拟能力,有必要开

展隐式高精度格式研究.此外,为模拟工程实际中面

临的高雷诺数湍流问题,可以基于拓展BGK 方程的

跨尺度演化解发展新型的可压缩湍流多尺度模拟方

法,并应用于典型高雷诺数工程湍流精细模拟.

　　致谢:感谢清华探索１００高性能计算平台、并行科技高性能计算

支持服务为本文工作提供部分计算机时.
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